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Verstecken wir die Geometrische Algebra hinter reellwertigen Matrizen! 

 

 

Wie auf der vergangenen GDCP-Jahrestagung in Wien diskutiert wurde, sind die emotio-

nalen Hürden eines Aufgreifens der Geometrischen Algebra durch die hochschulischen Di-

daktiken im deutschsprachigen Raum bisher relativ groß (Horn, 2020b). Weder im mathe-

matikdidaktischen Bereich noch in den Naturwissenschaftsdidaktiken findet hierzulande eine 

tiefer gehende Erörterung der auf Hestenes zurückgehenden modernen Formulierung der 

Geometrischen Algebra (Hestenes, 2003 & 2015) statt. Anders ist dies im englischen 

Sprachraum, in der eine weit gefächerte und breit geführte Auseinandersetzung mit der Geo-

metrischen Algebra (Snygg, 1997), (Doran & Lasenby, 2003) (Bayro-Corrochano, 2019 & 

2020) zu beobachten ist. 

 

Deshalb wurde in (Horn, 2020 b) vorgeschlagen, die Geometrische Algebra durch komplexe 

und quaternionenartige Strukturen auszudrücken. Die Geometrische Algebra wird dann hin-

ter einer Mathematisierung versteckt, die Lernenden bereits bekannt ist und die die 

emotionale geprägte Zurückhaltung – eine offenbar tief sitzende Angst vor dem didaktisch 

Ungewohnten und fachlich Neuen – reduzieren kann. Damit wird der didaktisch trivialen 

Erkenntnis gefolgt, dass umlernen schwieriger ist als neu lernen. Und beides ist deutlich 

schwieriger als auf bereits Gelerntem aufzubauen. 

 

Allerdings sind mit einer komplexwertigen Formulierung physikalischer Gesetze mehrere 

epistemologische und philosophisch grundlegende Probleme verbunden. Zum einen 

behauptet der Autor aus guten Gründen, dass bei einer naiven Nutzung komplexer und 

quaternionischer Strukturen unter Einbindung der komplexen Konjugation eine dramatische 

mathematische Fehlvorstellung transportiert wird. In mathematischen Lehrbüchern wird 

durchgängig darauf verwiesen, dass die komplexe Multiplikation kommutativ sei. Dies ist 

jedoch offenkundig falsch, wenn mit komplex konjugierten Größen multipliziert wird (Horn, 

2019 & 2020 a, c, d). Wir bringen unseren Schülerinnen und Schüler sowie Studierenden 

also etwas grob Fehlerhaftes bei. 

 

Zum anderen stehen wir vor dem philosophischen Problem, dass jede physikalische 

Messung, die wir vornehmen, reellwertige Messergebnisse liefert. Diese reellwertigen Mess-

ergebnisse werden immer erst im Zuge einer theoretischen Modellierung und mathemati-

schen Umgestaltung mit komplexen oder quaternionenartigen Größen verknüpft. In den 

vergangenen Jahrhunderten fand so ein schleichender Prozess der Ablösung der Mathematik 

von der Anschauung statt (Russell, 1918, S. 75: „Thus mathematics may be defined as the 

subject in which we never know what we are talking about…“)  (Cartier et al., 2019), der mit 

einer immer größeren Entfremdung von Mathematik und Physik verbunden ist. 

 

Der Grund für diese Entfremdung ist naheliegend: Je großartiger, umfangreicher und vor 

allem je abstrakter das Gedankengebäude der Mathematik wird, desto ausgefeilter, ver-

worrener und vor allem undurchsichtiger werden die Wege, die von einer physikalischen  

Messung zur mathematisch ausformulierten Theorie führen. 
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Im Bereich der komplexen Zahlen und Quaternionen kann allerdings ein Teil dieser Ab-

straktheit umgangen und zugunsten einer reellwertigen Sichtweise vermieden werden. 

Imaginäre Größen sollten gerade nicht nur aus Bequemlichkeitsgründen genutzt werden, 

weil sich damit einfacher rechnen lässt. Wir können es besser, wie der Mathematiker und 

Wissenschaftsphilosoph Stillwell darlegt: „However, it is possible to do better than this. We 

can give a convincing interpretation of imaginary numbers, which shows them to be just as 

‘real’ as ordinary numbers (…). More conservatively, one can show how to eliminate ima-

ginary numbers, from any argument that uses them, in favour of ordinary numbers“ (Still-

well, 2019, S. 19). Diesem Ansatz soll in diesem Beitrag gefolgt werden: die Geometrische 

Algebra, also auch Pauli- und Dirac-Algebra als drei- bzw. vier- oder fünfdimensionale 

Spezialfälle, lassen sich mit Hilfe von Matrizen ausdrücken, die keinerlei komplexe 

Belegungen aufweisen. 

 

Der mathematisch-geometrische Ausgangspunkt wird durch die beiden nur mit reellen 

Belegungen versehenen (2 x 2)-Matrizen 

 

e1 = (
1 0
0 −1

)  e2 = (
0 1
1 0

) 

 

gegeben (Horn 2012), die als Basisvektoren einer euklidischen Ebene gedeutet werden 

können. Wir bewegen uns hier also in einer Welt, die vektoriell frei von imaginären Größen 

und durch e1
2 = e2

2 = 1 mit einer Signatur von (+; +) rein raumartig ist. Dennoch lassen sich 

komplexwertige Beziehungen formulieren, denn das Produkt der beiden Basisvektoren 

 

e1e2 = (
0 1
−1 0

)  (e1e2)
2 = – e1

2 e2
2 = (

−1 0
0 −1

) = – 1 

 

stellt als Einheits-Bivektor ein imaginäres, flächenartiges Basiselement dar.  

 

Man darf aber auch relativistisch denken und durch die beiden Basisvektoren e1 und e0 = e1e2 

eine pseudo-euklidische, raumzeitliche Ebene der Signatur (+ ; –) beschreiben, die auf das 

raumzeitliche Flächenelement e1e0 = e2 führt. Aber auch diese Darstellung basiert auf          

(2 x 2)-Matrizen, die rein reellwertige Eintragungen aufweisen. 

 

Eine solche Herangehensweise wurde im Sommersemester 2020 an der HTW Berlin in Er-

gänzung zur konventionellen Darstellung von Vektoren in der Mathematik-Grundlagen-

ausbildung des Studiengangs Ingenieurinformatik (Horn, 2021) eingeführt. Rein räumliche 

bzw. raumzeitliche Vektoren werden dann im zweidimensionalen Fall geschrieben als: 

 

r2d-Raum = x e1 + y e2 = (
x y
y −x)         r2d-Raumzeit = ct e0 + x e1 = (

x ct
−ct −x

) 

 

Als ein wichtiges Zwischenergebnis wird dabei festgestellt, dass im Rahmen dieser Mathe-

matisierung ein dritter, rein räumlicher Basisvektor mi e3
2 = 1 nicht existiert, falls nur reell-

wertige Matrizen zugelassen werden. Um ohne die Nutzung komplexwertig belegter 

Matrizen höher-dimensionale Strukturen zu gestalten, ist eine Erweiterung des Ansatzes 

notwendig. 
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Eine solche Erweiterung gelingt mit Hilfe des ursprünglich von Zehfuss eingeführten 

(Zehfuss, 1858) und heute auch als Kronecker-Produkt (Steeb, 1991) bekannten direkten 

Produkts zweier Matrizen. Auch hier handelt es sich nicht um eine formale Erweiterung des 

Zahlensystems (Wir arbeiten immer noch nur mit reellen Zahlen!), sondern um die 

Einführung einer zusätzlichen Verknüpfung zwischen diesen reellen Zahlen – und damit 

handelt es sich um die Einführung einer zusätzlichen mathematischen Operation. 

 

Auf dieser Grundlage lassen sich 16 Basiselemente ei  ej konstruieren, von denen dann, 

den entsprechenden Binomialkoeffizienten folgend, genau eins als dimensionsloses Einheits-

skalar, genau 4 als eindimensionale Basisvektoren, genau 6 als zweidimensionale Basis-

Bivektoren bzw. orientierte Einheits-Flächenstücke, wieder genau 4 als dreidimensionale 

Basis-Trivektoren bzw. orientierte Einheits-Volumenelemente und genau eins als vierdimen-

sionaler Basis-Quadvektor bzw. orientiertes Einheits-Hypervolumenelement gedeutet wer-

den kann (Horn, 2012). 

 

Das im voranstehenden Abschnitt Beschriebene klingt trivial, stellt aber einen erheblichen 

didaktischen Mehrwert dar: Jedes der 16 Basiselemente ist eindeutig fassbar. Hätten wir 

komplexwertige Belegungen zugelassen, so wären beispielsweise direkte Produkte aus dem 

Einheitsskalar, also der (2 x 2)-Einheitsmatrix 1, und dem Einheits-Pseudoskalar I = i 1 nicht 

unterscheidbar: I  I = (i 1)  (i 1) = – 1  1. Durch Zulassen komplexwertiger Belegungen 

führt das direkte Produkt von zwei Basiselementen zur Redundanz unter den neu erzeugten 

Basiselementen. Und damit führen komplexwertige Belegungen zu Verwirrung. 

 

Und es zeigt sich darüber hinaus auch ein erkenntnistheoretisch bedeutender Mehrwert: Die 

16 Basiselemente lassen sich nur als Raumzeiten interpretieren (Horn, 2012). Rein räumliche 

Räume oder rein zeitliche Räume der Signaturen (+; +; + ;+) bzw. (–: –; –; –) existieren 

nicht. Im Rahmen der vorgeschlagenen Mathematisierung gilt: Time must exist! Space 

must exist! Die Koexistenz von Raum und Zeit erfährt hier eine mathematische Be-

gründung. Raum alleine oder Zeit alleine existieren nicht im Vierdimensionalen. Es gelingt 

nur, Raumzeiten der Signaturen (+: –; –; –), (+: +; –; –) oder (+: +; +; –) zu konstruieren. 

 

Einschub und Ausblick: Liebe Mathematikdidaktiker/innen, liebe Mathematiker/innen, bitte, 

bitte schreibt nicht: „Solche Größen wurden in der Tat im 19. Jahrhundert unter dem Namen 

Vektor eingeführt; man kann sie aber nur addieren und subtrahieren, nicht multiplizieren und 

dividieren. Um diesen Mangel zu beheben, musste man eine weitere Dimension hinzuneh-

men“ (Eschenburg 2017, S. 62, Fußnote 10). Dies ist ein Graus! Natürlich kann man Vekto-

ren multiplizieren und dividieren (Hestenes, 2003), (Doran & Lasenby 2003), (Gull et al., 

1993). Bitte, bitte, lest endlich die Ausdehnungslehre (Grassmann, 1844) und nehmt sie 

ernst. Da steht schon (fast) alles drin. Und natürlich muss man keine weitere Dimension 

hinzunehmen, um Rotationen dreidimensionaler Vektoren im dreidimensionalen Raum 

durch Multiplikation von Vektoren zu beschreiben (Horn, 2014). 

 

Man darf es aber. Es ist erlaubt, weitere Dimensionen hinzuzunehmen, und das ist auch das 

Fernziel dieses Ansatzes. In einer weiteren Ausarbeitung soll die konforme Geometrische 

Algebra auf Grundlage reellwertiger Matrizen dargestellt werden, so ähnlich wie dies 

beispielsweise durch (Hestenes 2001) und später dann (Vince, 2008) oder (Hildenbrand, 

2013) und anderen auch gemacht wird. 
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