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Orthogonale Regression in der Raumzeit

In empirisch arbeitenden Wissenschaftsdisziplinen stellt die Regressionsanalyse ein wichti-
ges Werkzeug zur Klarung von Abhéangigkeiten zwischen unterschiedlichen Variablen dar.
Dabei spiegelt sich in der Geschichte der Entwicklung von Regressionsansédtzen und von
Techniken zur Bestimmung kleinster Quadrate die ganze Zerrissenheit unserer eigenen
Disziplin, der Physikdidaktik, wieder.

Zum einen sind da die Ansatze, die aus den uns zugeordneten Fachdisziplinen, der Physik
und der Astronomie, kommen, und die die Fehlerhaftigkeit von Messungen im Zentrum der
wissenschaftlichen Analyse sehen. Diese den Naturwissenschaften entstammenden Heran-
gehensweisen sind ,,génzlich andersartig® (Desrosiéres, 2005, S. 71) als die spater in den
Geistes- und Sozialwissenschaften, also auch den Fachdidaktiken, verbreiteten Anséatze, die
Kausalbeziehungen in den Mittelpunkt von Regressionsansatzen stellen.

Entsprechend viele Erfinder und Mitgestalter der Methode der kleinsten Quadrate gibt es,
beispielsweise Legendre, GauR, Laplace ((Desrosieres, 2005), (Stigler, 1986) und spéter
Weisbach (Lésler & Eschelbach, 2020). Die von Tent dem Gymnasiasten Gauf? in den Mund
gelegten Worte beschreiben dabei in gleichzeitig eindriicklich wie problematischer Weise
das Dilemma dieses Ansatzes: ,,If | squared all those differences, the ones that are further
away would count more and that would also make all the numbers positive. | think that
might be better* (Tent, 2006, S. 73).

Ein Problem dabei ist, dass der Begriff des Abstands (Deza & Deza, 2016) ungeklart bleibt
als ,,difference between that ,true value* and each measurement“ (Tent, 2006, S 72/73). Wir
wissen meist einfach nicht, ob der ,echte Wert* vertikal, horizontal oder in anderer Richtung
vom Messwert entfernt positioniert ist. Dies flihrt dazu, dass ausfihrlich oft nur die einfache
lineare Regression in vertikaler Richtung (Frost, 2018), manchmal erganzt um eine durch
Variablenvertauschung modellierte horizontale lineare Regression (siehe z.B. Ferschl, 1985,
Kap. 5.4) thematisiert wird ohne naher auf weitere Ansatzmdoglichkeiten einzugehen.

Infolgedessen ist das Verhéltnis von Fachmathematikern zur orthogonalen Regression
durchaus ambivalent. Einerseits werden die erfreuliche Symmetrie zwischen beiden Vari-
ablen und die Anschlussfahigkeit beziiglich multivariater Verfahren (Ferschl, 1985, S. 242)
positiv hervorgehoben. Andererseits wird negativ auf die nicht existierende Skaleninvarianz
und die ,,unwieldy form of the best-fit parameters* (Weisstein, 1999, S. 1046), also die un-
handliche und mathematisch sperrige Darstellung verwiesen — was bei einigen Fachkollegen
sogar zu der Einschétzung flhrt, dass ,,mathematical statistics combines the worst aspects of
mathematics with the worst aspects of statistics* (Bingham & Fry, 2010, S. ix).

Deutlich positiver fallt die Einschatzung der Mathematikdidaktik aus. Beispielsweise beto-
nen Briistle und Dippon: ,,Erst die Kenntnis alternativer Methoden, wie die der horizontalen
Regression, der orthogonalen Regression oder der Median-Regression, ermdglicht den



Lehrerinnen und Lehrern ein tieferes Verstandnis der Ublichen Regressionsmethode ein-
schlieBlich ihres Anwendungspotentials und ihrer Beschrankungen® (Sproesser et al., 2014,
S. 45). Ohne ein Verstédndnis der orthogonalen Regression ist ein tiefgreifendes Verstehen
der konventionellen, also vertikalen linearen Regression unmdglich.

Ahnlich konsequent sollten wir auch die physikdidaktische Einschétzung fassen, denn seit
Einstein (Trageser, 2018), (Pauli, 2000) gilt: Erst ein Verstandnis der Raumzeit ermdglicht
Lernenden ein tieferes Verstandnis des Raums. Und deshalb gilt auch: Ohne ein Verstandnis
der orthogonalen Regression in der Raumzeit ist ein tiefgreifendes Verstehen der konventio-
nellen orthogonalen Regression, also der orthogonalen Regression im Euklidischen Raum
unmaglich.

Zentraler Gesichtspunkt ist hier wieder die unklare Bedeutung des Begriffes ,,Abstand*.
Gaull hat ndmlich durchaus nicht recht, wenn er Abstandsquadrate durchgéngig als positiv
ansieht, da in der Raumzeit Abstande unterschiedlicher Norm existieren. Es gibt zeitartige
Absténde, die positiv quadrieren und raumartige Abstdnde mit negativen Abstandsquadraten.
Wir suchen also entweder das Minimum der Summe zeitartiger, positiver Quadrate oder das
Maximum der Summe raumartiger, negativer Quadrate, da betragsmaRig immer Kleiner wer-
dende negative Quadrate formalmathematisch immer gréRRer werden.
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Abb. 1: Orthogonale Regression im Abb. 2: Orthogonale Regression in einer
rein rdumlichen Raum zweidimensionalen Zeit
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Die Summe der quadrierten orthogonalen Abstande (Fehlerquadrate) ’Llw fuhrt
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sodann durch Extremwertbildung auf die Ublichen Regressionsparameter der orthogonalen
Regression, wobei in der rein zeitlichen Situation physikalisch motiviert x; = ctii und yi = Ctyi
gesetzt werden kann:
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Erst im Kontext einer raumzeitlichen Denkweise wird die korrekte Interpretation der beiden
unterschiedlichen Vorzeichen vor dem Wurzelausdruck im Zahler der Steigung m sinnhaft
maglich: Da rein rdumliche Absténde negativ quadrieren, filhren die nun negativen Varian-
zen s,2 und s,2 und die nun negative Kovarianz s,y nur zusammen mit einem negativen Wur-
zelwert auf die korrekte Steigung m, die — wie in den Abb. 1 und 2 zu erkennen — mit der
Steigung der zweidimensional rein zeitlichen Situation Gbereinstimmt.

Steigung: m = y-Achsenabschnitt: b =y — mx



In einer raumzeitlich gemischten Regression lassen sich deshalb die unterschiedlichen Vor-
zeichen der Wurzel direkt mit den beiden mdglichen Fallen einer entweder raumartigen
(siehe Abb. 3) oder zeitartigen Regressionsgeraden (siehe Abb. 4) verkniipfen. Denn bei ei-
ner raumartigen Regressionsgeraden sind die orthogonalen Abstédnde zeitartig und quadrie-
ren positiv (also wird der positive Wurzelausdruck benétigt), wahrend bei einer zeitartigen
Regressionsgeraden die orthogonalen Abstande raumartig sind und negativ quadrieren (so
dass der negative Wurzelausdruck benétigt wird).
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Abb. 3: Raumartige Regressionsgerade bei Abb. 4: Zeitartige Regressionsgerade bei
orthogonaler raumzeitlicher Regression orthogonaler raumzeitlicher Regression

Hier kénnen jetzt relativistisch motiviert Argumentationsweisen in Statistik-Kursen auch mit
Studierenden physikferner Facher thematisiert werden, beispielsweise in (Horn, 2021b) mit
Informatik-Studierenden. Die beiden rot eingezeichneten Abstédnde stehen nun nicht mehr
senkrecht zu den Regressionsgeraden der Abb. 3 und 4. Orthogonal sind stattdessen die blau
gezeigten Abstande, die raumzeitlich bedingt (und zur Verbliffung der Studierenden) die
jeweils groften Abstande besitzen. Diese Abstande sind auch deutlich l&nger als die beiden
gruin eingezeichneten lichtartigen Absténde, die naturgemal eine Lange von Null aufweisen.
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Die Summe der quadrierten orthogonalen raumzeitlichen Abstéande Z{;l% (also der

raumzeitlichen Fehlerquadrate) fuhrt durch Extremwertbildung wieder auf die Ublichen Re-
gressionsparameter der orthogonalen Regression, jetzt mit y; = ct; skalar geschrieben als:
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Es ist erstaunlich, dass eine raumzeitliche Betrachtung der Regression bisher Ubergangen
wurde, so als ob die Variablen, die wir zur empirischen Beschreibung in der Physikdidaktik
nutzen, immer und tberall Euklidisch agieren. Es darf vermutet werden, dass dem nicht so
ist und manche Beziehungen unter Nutzung raumzeitlicher Variablen und eines ,,Prinzips der
groBRten Quadrate* {iberzeugender und mathematisch klarer formuliert werden konnten.

Steigung: m = y-Achsenabschnitt: b =y — mx

Die Beschreibung der Regression mit Hilfe von Moore-Penrose-Matrizeninversen (Albert,
1972) als Skalarteil von Verallgemeinerten Pauli-Algebra-Matrizeninversen (Horn, 2018)
modelliert ja nur die Situation im Euklidischen Raum. Die Ubertragung dieses Ansatzes in
die Raumzeit mit Hilfe raumzeitlicher Matrizeninverse als Skalarteil von Verallgemeinerten
Dirac-Algebra-Matrizeninversen (Horn, 2021a) wurde bisher ebenfalls nicht vorgenommen.
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